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L e s  c h a l n e s  d e  D a r b o u x  e t  l ' 6 q u a t i o n  

d e  F o u r i e r  

Dans  une  r6cente  no te  z M. G. RIBAUI) s ' es t  a t t ach6  
l '6 tude  de cer ta ines  solut ions de l ' 6qua t ion  classique 
de FOURIER 

0~0 00 
(a)  a 0 ~ - -  = - 0%- 

I1 a n o t a m m e n t  mont r6  que la solut ion de CAUCHY 

n ' e s t  q u ' u n  cas par t icn l ie r  d ' u n e  so lu t ion  p lus  g6n6rale 
q u ' i l  6crit  

(b)  0 = ~ 1(~) 
avec  une  fonc t ion  [(z) d6finie pa r  l ' 6qua t ion  du second 
ordre  

(c) 1 " +  2 z / ' - - 4 m / =  0. 

NOUS pensons  que  l a .g6n6ra l i sa t ion  p e u t  ~tre pouss6e 
plus loin et  l '6gal i t6  (e) de M. G. RI~AUD va  nous per-  
m e t t r e  que lques  r e m a r q u e s  fort  in t6ressantes .  

Le  c h a n g e m e n t  de fonc t ion  

(d) = 0 

p e r m e t  d '6cr ire  (c) sons la forme 

% "  = z ~ -  1 +  4 m .  (e) ux 

Celle-ci nous  condu i t  au  th6or&me de DARBOUX ~ c 'es t -g-  
di re  ~ la  f o r m a t i o n  de  chaines  d '6qua t ions .  L ' 6 q u a t i o n  
(e) 6 t an t  prise c o m m e  premie r  cha tnon,  la  so lu t ion  
par t icul i~re  u, = ea=/2 ob tenue  lorsque  l ' on  fa i t  m = 1/2, 
fourn i t  le second cha inon  qui  s '6cri t  

(f) - - z  ~ - 3 + 4 m  avec  u z = u ( - - x * ¢ , t  
U2 

et  ainsi de sui te  pour  tons  les au t res  d ldments  de la 
ehatne de DARBOUX, avec  pour  le n-i~me cha tnon  

(g) = z~ -- 2 n + l + 4 m ; un = u ' n _  l --  X Un_ l . 

Nous  voyons  qu ' i l  est  r e m a r q u a b l e  d ' a v o i r  pu associer,  
au probl&me de la t ransmiss ion  de cha l eu r  dans  un tour  
ind6fini  homog~ne  un probl~me d ' e n c h a t n e m e n t  de 
DARBOUX, te l  que  rou t e  6qna t ion -cha tnon  est  in t~grable  
io rsque  les cha tnons  pr6c6dents  o n t  6t6 int6gr6s. 

S ignalons  6ga lemen t  la n a t u r e  q u a n t i q u e  des 6qua-  
t ions (e), (f) . . . . .  (g) ; en eIfet, s i m  va r i e  de f a f o n  cont inue ,  
il n ' e n  est  pas de mSme des po lyn6mes  ( 4 m - 1 ) ,  ( 4 m - 3 )  
. . . .  (4 m--  2 n +  1) qu i  o n t  des ~ va leurs  par t icu l i~res ,  : leur  
donne r  des va leu r s  con t inues  se ra ien t  in t rodu i re  de 
nouve l les  6qua t ions  qu i  n ' a u r a i e n t  pas  leur  p lace  dans  
la ehaine  de DARBOUX. 

1 G. RIBAUD, C. R. Acad. Sci. Paris 226, 140 (1948). 
2 G.DARBoux, Thdorie ggndrale des surlaces, t. 1 et 2, C. R. Acad. 

Sci. Paris 94, (1882). - G.VmuIER, C. R. Acad. Sci. Paris g~7, 504 
094s). 

N o u s  reprenons  m a i n t e n a n t  l ' 6qua t ion  (c) que  nous  
6cr ivons  

1' 
(h) u ' + u 2 + 2 z u - - 4 m = 0  avec  u =  -7-" 

C 'es t  lg une 6qua t ion  de RlCCATI g laquel le  nous pou-  
vons  associer  le probl~me g6om6t r ique  des d~velop-  
pan t e s  g&n6ratis~es t. 

E t a n t  donn6e une courbe-base  (M) e t  une  courbe  
ad jo in t e  (L), sur  la t a n g e n t e  en M nous por tons  la 
l ongueur  M N = u ( z ) ;  les courbes  (N) ainsi  engendr~es  et  
a d m e t t a n t  pour  t a n g e n t e  N L  sen t  di tes  , d 6 v e l o p p a n t e s  
g6n6ralis6es de la  courbe-base  (M)~: d i e s  s en t  ddter-  
min6es  pa r  une  6qua t ion  de I~ICCATI en u(z). 

L ' 6 q u a t i o n  (h), associ~e g u n  te l  probl~me,  nous 
donne  une  :famille de courbes-base  A pa ram6t r i s a t i on  
i som$t r ique  d e n t  l '816ment d ' a rc  a la v a l e u r  a ' = - - 4 m .  

Si nous p renons  pour  (3I) le cercle ~ = 4 m  cosz, 
, l = 4 m  sinz,  la  courbe  ad jo in te  (L) es t  d6 te rmin6e  pa r  la 
r e l a t ion  

M L 2 =  l + 4 z  a 

qui  ne ddpend pas  du p a r a m g t r e  m. 
Ainsi,  nous  avons  pu associer g l ' 6qua t ion  de FOURIER 

un  probl~me d ' e n c h a i n e m e n t  de  DARBOUX et  des 
no t ions  m6t r iques  c lass iques  li6es g l ' 6qua t ion  de 
RlCCATI, ce qui,  en fair, conf i rme  l ' e x t r ~ m e  richesse de 
ce t t e  6qua t ion  du second ordre  (a). G. VIaU~ER 

Paris ,  I n s t i t u t  H e n r i  Poinear6,  le 20 juin,  1949. 

Z u s a  m me nlassu  ng 

I n d e m  m a n  eine von  G. RIBAUD angegebene  L6sung  
der  FOURIERschen Gle ichung  vera l lgemeiner t ,  ge l ang t  
man  z u m  DARBOUXschen Theorem.  Dieses f i ihr t  zur  
B i l dung  yon  Gle ichungske t t en .  Ebenso  e r k e n n t  m a n  
die M6gl ichkei t ,  das  geomet r i sche  P r o b l e m  de r  vera l l -  
g e m e i n e r t e n  E r z e u g e n d e n  d a m i t  in V e r b i n d u n g  zu 
br ingen.  

x G.VmmE~, Anti. Fac. Sci. Toulouse 59, L. IX (19,t5). 

B e i t r a g  z u m  Z i n s f u l ~ p r o b l e m  d e r  P r t i m i e  

Das  yon  A. J.  LOTKA 1 en twicke l t e  Ver fahren  zur  Be- 
r e c h n u n g  der  V e r m e h r u n g s r a t e  der  s t ab i len  Bev61ke- 
rung  kann  v e r a l l g e m e i n e r t  und  dann  zur  L6sung  des 
ZinsfuBproblems der  P r~mie  v e r w e n d e t  werden.  

~Venn ftir die Zinsintensit~it  (50 bezeichnen,  

F(t)  = e -  (iot lx+t  I~x+t, I 

F~ = e -  ~0'~ l~+n, | (1) 

• (t) = e -  6otl~+~, } 

x Vgl. dariiber z. B. A. L~N~ER, Die Vermehrungsrate der stabilen 
Bev61kerung (Archly fiir mathematische WirtsehMts- und Sozial- 
forschung d, in6 ~1938L und A. H. POLLAnD, J.Institute of Actuaries 
74, 288 (1948). 


